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O $rednich w trapezie
Janusz MATKOWSKI*

W artykule Srednie w frpsste, Daliah 0277)/ 2005 Tt sk defe

A i ako dlugoécl
poziomych poiti i trapezie i, opierajac si¢ na nch interpretacjach, v
zmanych nieréwnodci.
‘Wzystkie z wymienionych tutaj srednich nalez do rodziny $rednich potcgouych
wazonych AZ : (0,00)2 — (0,00), okreslonych wzorem
2l = {(we? + (L —w)p?)/>, p#0,
A o= { (e 75

dlap € R oraz w € (0,1). Liczbe w nazywa sig wage Srednicj. Latwo sprawdzié,
ie

Jim, Al (a,b) = a®b" A (a,b).

Srednia A jest symetryczna, tzn. spelnia vm.runek AP (a,b) = AB (b, a) dla

wzystkich a,b > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy w = }. Srednie AP := A7), 73

nazywane sg $rednimi potegowymi. Zauwazmy, ze

=AM  H=AF1 K= = Al

Srednia G odgrywa w rodzinie tych érednich centralng role. Mianowicie,
Go(ABL ALYy =@, peRwe(0,),

czyli G jest niezmiennicza ze wzgledu na pare Srednich (A%, A7),

Odpowiadajac na pierwsze z dwbch pytaii J. Jaszuiskiej, dajemy tutaj
interpretacje geometryczne nicktérych srednich potegowych wazonych oraz
Srednich wazonych kontra-harmonicznych.

Srednie arytmetyczne wazone. Ustalmy w € (0,1) i podzielmy trapez
o podstawach dhugoéci a i b, a # b, odcinkiem réwnoleglym do podstaw,
o dlugoéei z, na dwa trapezy, w taki spos6b, ze przy oznaczeniach jak
na rysunku 1,

ha
Fathy
Weedy z = wa +(1 — )b = Au(a,b) jest $rednia arytmetyczng wazons.
Obracajac trapez wagledem érodka jednego z ramion 0 180°, tak jak w artykule
J. Jaszufiskiej, otrzymujemy réwnoleglobok, ktéry jest suma dwéch trapezow
(rys. 2). Przediuzenie odcinka o dlugosci z dzieli obréeony trapez odcinkiem
o dlugosci y. Poniewaz z + y = a+ b, wigc y = (1 — w)a + wb = A;_,(a,b), co
omacza, ie

A(Au(@,b), Ai—u(a,b) = A,

Ta réwnoé¢ oznacza, ze érednia arytmetyczna A jest niezmiennicza ze wagledu
na pare érednich (Ay, A1—w).

Srednie geometryczne wazone. Srednig geometryczna moina takze
otrzymaé, dzielac trapez odcinkiem poziomym o dlugoci z na dwa trapezy
tak, aby ich praekatne o dlugosei r i g byly réwnolegle (rys. 3). Z podobiefistwa.
trojkatéw wynika, s
b
sz L asd 2=V

T
Dia katdego w € (0,1) istnieje dokladnie jeden poziomy odcinek w trapezie

o dlugoéci z, taki ze § = (§)*. Oczywidcie = = a¥b!~* = A% (a,b) jest érednia
geometryczng wazona. Czy takie odcinki maja jaka$ ciekawsza interpretacje
geometryczna?
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iazanio zadania M 1150.
Omacamy pracs Q puskt symetryczny
vt B weglodem punktu P,

Woweas BC = QC oraz 4Q = 2PM.

Ponadto

SACD + €QCP = €ACD + < BCP =
= €ACD + (150° ~ <BCD)

siad otraymujemy <ACQ

Pt = Laq = 1 /A3 g -

Srednie kwadratowe wazone. Ustalmy dowolnie w € (0,1) i podzielmy trapez
o polu § odcinkiem o dlugosci z, réwnoleglym do podstaw, na dwa trapezy
o polach wS i (1~ w)S. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku 1, otrzymujemy

a+b a+b (208 _201-w)S
et =g (a+z vz )

S=

skad wynika, ze
A (a,b) = /(T - w)a? + wb.

Poniewai G o (45!, A7) = G, wiee nasuwa sig pytanie, czy réwnies sredniy

A5 (a,b) moina zinterpretowat geometrycznie.

Srednie harmoniczne wazone. Prayjmijmy ozmaczenia jak na rysunku 1.
Poniewas pole rapen jest suma pol tmpezéw mai

+b
*) (ha +hy) =
Przyjmujac tutaj, ze wht = (1 - w) dla pewnego w € (o, 1), otrzymujemy
ab
e e 0
b e A R G
a wige 7 jest érednia harmoniczng wazong a i b z wagy w. Jesli 2 = £, to
2ab 1)
et A7 a,b) = H(e,b).

Srednie kontra-harmoniczne wazone. Przyjmujac, ze (1 - )t = w$ dla
pewnego w € (0,1), z (), po prostych rachunkach, otrzymujemy
wa? + (1 - wjub?
wat (-wh
1), otrzymujemy stad
u“ +8

H;(a,b)

Gdy 2 = ¢ (tj. dlaw=
Hah)= 22
Funkeja H : (0,00)2 — (0, 50) jest érednia (bo min(o,b) < Hi(a) < max(a.b)
i nazywa sie §rednig kontra-harmoniczng wazong, a Srec o inig
kontra-harmoniczng. Motywacja ich nazwy jest latwa do spnwdzenm mlu,ju

Ao (Hy, Hy,
ktéra oznacza, ze Srednia arytmetyczna A jest niezmiennicza ze wzgledu na pare
é ich (Hy, Hy,). Srednia H* nalezy do rodziny srednich Giniego M :
(0,00)2 — (0, 50) okreslonych nastepujaco:

aP + b

i PR
Zauwaimy, ze Ml = A, M11/2 = G i M1 = H oraz, ze M| nie jest §rednia
potegowa dla p ¢ {1,3,0}

MW¥(a,b)

Uwaga. Moina udowodnié, ze dla dowolnych dwéch érednich istnicje dokladnie
jedna ich érednia niezmiennicza. Na ogél nie daje jej si¢ zapisaé efektywnym
wrorem, jednak zawsze jest ona granica latwego do skonstruowania ciagu
rekurencyjnego. Wainym przykladem zastosowania érednich niezmienniczych
jest érednia M spelniajaca réwnanie M o (4,G) = M, zwana $redniq
arytmetyczno-geometryczng. Otrzymuje sie ja ze wzoru

M(a,b) = lim Sntle " L Jim

anbn,
i ciag (am, )2y okreflony jest rekurencnme
in + bn

(a0,b0) = (a.b), (ege varmn).

czyli M(a,b) = limy—oo(4, G)"(a,b), gdzie (4, G)" oznacza n-ta iteracje
odwzorowania (4, G). W 1799 roku Gauss zauwazyl, 7 przyblizenia Sredniej M
pozwalajg na szybkie obliczanie pewnych calek eliptycznych.

(an+1,bn41) O, ...,
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