Srednie i zwigzane z nimi ciagi
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— R nazywamy srednig (dwbch zmiennych), j

min(z,y) < M(z,y) < max(z,y) zyel

Jesli dla wszystkich z,y € I,  # y, te nierownosci sq ostre, érednia nazywana
Jest dcislg: jesli M(z.y) = M(y.x), symetryczng. Srednia M ma nastepujace
wlasnodci

M(z.z) dla kazdego z € I;
M(J xJ) dla kaidego predzialu J C I, w szezegélnosei, M(I x I) = I.
Definicja Sredniej i te wlasnoéci przenosza sie na przypadek dowolnej skoficzonej

liczby zmiennych.

Najbardziej znane Srednie: arytmetycina A: R xR — R, geometryczna
G5(0,00) x (0,%) — (0,56) i harmoniczna H : (0,50)  (0,5) — (0,5).
Glay) =AY, Hzy) =2
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sq deisle i symetryczne.

Nazwa s'mdmz] G
). gdzie h jest
sokoé dlugosrmrm odcinkéw,
na kture dzieli przec.wmamkam spodek wysokosci Kaida s tych érednich
2y czym najei 2 nich ma érednia
harmonicrme. W trapezie dlugosé odcinka réwnoleglego do podstaw, laczacego
boki trapezu i przechodzacego przez” punkt przecigeia przekatnych, jest Srednia
harmoniczng dlugosci podstaw. Nazwa Sredniej harmonicznej wywodzi sie
2 proporcj

)

z Hz.y)
== zy>o0,
Alz.y) y v

i sigga czasow Euklidesa i Pitagorasa. Interesujace sg zwiazki éredniej H
2 harmonia” w sferze déwickéw.

A,G i H naleta do szerokiej rodziny Srednich o prostej konstrukeji. Zauwazmy,
e jedli £ : 1 — R jest ciggla i dcisle monotoniczna, to funkeja My : I x I — R,

syteyi= 1= (L50) — = aston s

jest $rednig Scisl i symetrycang (f~'oznacza funkcje odwrotng do f). Srednia te
nazywa si , a funkce f jej Dowodzi sie. ze

Mj = M, wtedy i tylko wtedy, gdy g = af +b dla pewnych a,b € R, a #0.

Latwo sprawdzié, e A = M,
identycznosciowa na R oraz h(z) -

Migg, H = My, gdzie id jest funkcja
Ldlaz>o.

W tréjelementowej rodzinie {A, G, H} srednia G odgrywa specjaln role
(pomijamy tutaj role specjalnosci gérniczej na AGH). Srednia geometryczna,
jest jedyna ciagla Srednia niezmiennicza ze wzgledu na odwzorowanie
(4. H) : (0,00)% — (0.00)?. takie ze (A, H)(z.y) = (A(z,v). H(z.y)),

tzn. G o (A, H) = G. Ten fakt, réwnowazny wspomnianej jui proporcji ()
pozwala wykazac, ze

Jim (4, H)"(z.y) = (G(z.).G(z.v),  =.y>0,
gdzie (4, H)" omacza n-tq iteracje odwzorowania (A, H).
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W roku 1095, H. Haruki i Th. M. Rassias postawili nastepujacy

Problem. Niech F : (0,0) x (0, 5) — R bedzie funkejg ciagla spelniajaca
réwnanie funkeyjne

F(A(z.y).H(z.y) = F(.y), z,y>0.

tnieje taka funkcja ciagla g : (0,00) — R, ze F(z,y) = g(zy), z,y > 07

Twierdzaca odpowieds wynika z ostatnicj obserwacji. Aby to wykazad,
sauwaimy, fe jodli fankeja.F spelnia powyisze rownasie funkeyjne, to dla kaidej
liczby naturalnej n

F(AH @) =F@y), y>0.

Stad i z cigglosci F, gdy n — oo, otrzymujemy
F((G.G)zy)=Flxy), xy>0,

cayli Fz,y) = F(ﬁi V39) = g(ay), gdzie g: (0,00) — R jest okreslona wzorem

gl F(VZ. V7).

e énduimi A,G, H Iy i talde ol clag aymerycay, cag
geometryczny i ciag harmoniczny. Ci cab reczyistych asywemy
arytmetycznym, jedli 21 = Henmry e Novm (001

ERE:

ciag (xa)3% liczb rzeczywistych dodatnich (!) nazywamy:
geometrycznym, jesli  Zns1 = G, 7ns2), 1 € Noj
harmonicznym, jesli  Tns1 = H(#n,2ns2), nENo

Ogblniej, niech M : I x I — I bedzie srednia. Ciag (zn)3%o nazwiemy
M-ciggiem, jeicli z, € I dla n & No oraz

Tnt1 = M(Zn,Zas2),  n€No.

Jesli M = Mj., to wymaczenie n-tego wyrazu M-ciagu jest zadaniem latwym
Korzystajac bowiem  definicji M;-ciagu, mamy

flans2) = f(@ns1) = f@nr1) = f(za),  nENo,

a wiec, dla pewnej stalej a € R,
S@rar) = flaw) =
dla k€ {0,1,....n - 1}, otrzymujemy

keNo

Dodajae stronami te rown

fl@n) = flwo) =na, n€No,  astad  zo=f"(f(x0) +na). neNo

Latwo sprawdzamy, Z ten ciag jest Mj-ciagiem.

Stosujge otrzymany wzér kolejno dla f = id, f = log oraz f(z)
stwierdzamy, ze:

x>0,

cing (2n)3o jest arytmetyezny wiedy i tylko wtedy gdy, dla pewnego a & R
zn=zo+na, neNog

geometrycany weedy i tylko wtedy, gdy 2o > 0 i dla pewnego a € B

& =z0g" ne€No, grieq
harmoniczny wtedy i tylko wtedy, gdy 2o > 0 i dla pewnego a > 0

£
Tn= ol el
T+azn o

Biorac w oslumm wzorze 2o = a = 1, otrzymujemy klasyczny przyklad ciagu
harmonicznego (7
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